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Sur une formule relative à la théorie des Fonctions 

d'une variable. 

Par M. Hermite. 



En restant dans la sphère des questions élémentaires, permettez-moi de 
vous indiquer une rectification que je viens d'exposer à mes élèves, sur un point 
traité dans la XII e lepon de mon Cour. Il s'agit des applications aux fonctions 

- — et cotg x de la formule qui donne l'expression générale des fonctions 
foin Qj 

uniforme F(x) = 2 [#„ (~^—) + -?,(»)] + (x) . C'est la détermination du 

terme complémentaire G (x) qui présente une grand difficulté, dont on voit bien 
la raison, ce terme dépendant essentiellement du polynômes P v {x) qui peuvent 
être variés d'une infinité de manières. Dans la but d'éviter cette difficulté j'ai 

fait le remarque que la relation J— — j — — — = F(x) — 2 G a ( ) donne : 

/ 1 \ (8) / 

F(x) = 2 G a ( ) lorsqu'en agrandissant indéfiniment le contour fermé désigne 

par S, l'intégrale J relative à ce contour a zéro pour limite. J'ai ensuite pris 
une circonférence de rayon R ayant son centre à l'origine, ce qui permet d'écrire 

«7= . ff (a , l'angle $ peuvant avoir une valeur quelconque entre zéro et 2n 

et /l désignant toujours le facteur de M. Darboux. Il est donc nécessaire pour 
qu'on puisse conclure de cette expression /= que la fonction F(z) tend vers 
zéro en tout point de la circonférence considérée, et c'est ce qui n'arrivera cer- 
tainement pas dans le cas de F(z) = - — , l'infini étant alors une point singulier 

essentiel. Et en effet, en posant z = p + iq s'vaz, croit indéfiniment avec q mais 
nullement avec le module de p + iq, comme il serait nécessaire. L'erreur que 
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j'ai ainsi commise j'évite aisément si l'on prends pour contour d'intégration au 
lieu de la circonférence un carré ayant son centre à l'origine des coordonnées. 

Soit 2a le coté de ce carré et posons F(z) = — — , on trouve alors : 

Z >C 

2inJ= if [F(a -f- it) — F(— a + it)] dt — f[F(ia + t) — F(— ia -f t)] dt , 

— a — a 

c'est la formule que je vais employer en supposant en première lieu: 

v ' % sin z 
A cet effet je ferai a= 2mn + a, a étant fixe et m une entier qui croître indéfi- 
niment, or je remarquerai à l'égard des quantités sin (a + it) , sin (ia -j- t) , que 
pour toute valeur de t, le module de la première a pour minimum sin a le 
module de la seconde augmentant avec a, au-delà de toute limite. Les expres- 
sions suivantes : 

+ a 

2aX 



fF(a+it)dt=j- 



(a -f- i t — z)(a -j- ir) sin (a -f- ir) 



+ a 

2ak 



ÇF(ia-\-t)dt = 



(ia -j- r — x) (ia -f- r) sin (ia -j- r) 

— a 

où t est une valeur de t comprise entre — a et + a, A, le facteur de M. Darboux, 
montrent donc que les intégrales ont bien pour limite zéro lorsque a croit indéfi- 
niment. Il en est de même évidemment des deux autres 

J*F(— a + it) dt et Jf(— ia -\-t)dt 



qui figurent dans l'expression de J et il est ainsi démontré qu'on a J"= pour a 
infini. Comme conséquence nous avons la formule 

sin a; ar sLm/% — nn 
et le signe 2 s'étendant aux pôles contenues dans la contour d'intégration, on 
doit attribuer à n toutes les valeurs entières positives et négatives en excluant 
n = qui correspond au pôle double mis à part. Cela étant on trouve 

B n = v — — et nous pouvons écrire - — = 1- 7 -S — - — r 

nn sin a; x immjnn[x — im) 

ou encore - — = \- > (— l) tt r 1 1 

sm x x i— s x ' La; — rnt nn J 
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puis enfin en recueillant qui correspondent aux valeurs de n égales et de signes 

contraires: J_ = JL + V* (— 1 T 2x 

sincc x L—tnX* — n 2 7â 

COijÉT è 

Je passe à la fonction F(z) = — — , et je considère comme tout-à-l'heure, pour 

% 

une valeur quelconque de t, les modules de cotg (a + it) et cotg (ia + t). 

r\ i j.-l' m , / i -i\ cos 2ii -f- cos 2a . l+cos2a 
Or la quantité: mod 2 cotg (a-\-it)=. — r— — — — — a pour maximum — — 

COS Zi%t ' COS J*Q/ x ~~ COS â(m 

ou bien l'unité suivant que cos 2a est positive ou négative, et quand au module 
de cotg (ia + t) on sait qu'il est égal à un, pour a infiniment grand. Vous voyez 
que ces résultats suffisent pour établir que toutes les intégrales composant la 
valeur de J, ont encore comme précédemment zéro pour limite, on a donc 
vigoureusement démontré la relation 

cotg x 1 V~* 1 

x a? Lm^nn(x — nn) 

d'où se tire l'expression ordinaire 



cotg œ = 4- + 2„^=^' 



